Les Tests en Statistique (1/2)

24 aotuit 2006

1 Comparaison de la moyenne de deux échantillons

1.1 Les variances des deux échantillons sont égales

Z1,2,...,%n, est un échantillon aléatoire issu d’une population distribuée selon une loi

normale de moyenne m; et de variance o2. y1,¥s,...,Yn, est un échantillon aléatoire issu d’une

population distribuée selon une loi normale de moyenne my et de méme variance o2.
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est I'estimateur au maximum de vraisemblance (et donc sans biais) de . La différence des deux
moyennes est une variable aléatoire. La valeur observée est T1 — 3. Sous ’hypothése supplémen-
taire m; = mg = m, la moyenne de cette variable est nulle. Sa variance est 02(n—11 + n%) Elle est

estimée par 02(%1 + n—12) La variable normalisée définie par :

T1 =2

o2(i= + =)

t =

suit une loi T de Student & ny + ne — 2 degrés de liberté.

x<-seq(-3,3,1e=100);

par (mfrow=c(1,2));

01<-rnorm(100,-0.5);

02<-rnorm(120,0.5);

t1<-dnorm(x,-0.5)

t2<-dnorm(x,0.5)

hist (ol,breaks=30,xlim=c(-3.5,3.5),col=2, \\
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prob=T,ylim=c(0,max (hist (ol,plot=F,breaks=10)$density,t1)));

> lines(x,tl,type="1",col=2);
> lines(x,t2,type="1",col=4);

> hist (02,breaks=30,xlim=c(-3.5,3.5),col=4, \\

prob=T,ylim=c(0,max (hist (02,plot=F,breaks=10)$density,t2)));

> lines(x,t2,type="1",col=4);
> lines(x,tl,type="1",col=2);

Sous Hy, t est une variable aléatoire distribuée selon une loi de Student & ni+no —2 degrés

de liberté.

> plot(x,dt(x,20),type="1");
> points(x,dt(x,20),col=2,type="0");
> points(x,dnorm(x),col=3,type="0o");

Question : Conclusion ?

1.2 Simulations

Question : Que fait la fonction suivante ?

ttest<-function(ni,n2,mi,m2)
{

par (mfrow=c(3,1));
binf<-min(ml,m2)-6;
bsup<-max(ml,m2)+6;
x<-seq(binf,bsup,le=100);
ol<-rnorm(ni,ml);
02<-rnorm(n2,m2) ;
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dt(x, 20)

ti1<-dnorm(x,ml)
t2<-dnorm(x,m2)
hist(ol,breaks=n1/5,xlim=c(binf,bsup),col=2,
probability=T,ylim=c(0,max (hist(ol,plot=F,breaks=nl/5,probability=T)$density,t1)));
lines(x,t1,type="1",col=2);
lines(x,t2,type="1",col=4);
hist (02,breaks=n2/5,x1lim=c (binf,bsup),col=4,
probability=T,ylim=c(0,max (hist (02,plot=F,breaks=n2/5,probability=T)$density,t2)));
lines(x,t2,type="1",col=4);
lines(x,t1,type="1",co0l=2);
sigma2<- (sum((o1-m1)~2)+sum((02-m2)~2))/ (nl+n2-2);
t<-(mean(o1l)-mean(02))/(sqrt(sigma2%(1/n1+1/n2)));
t;

}

Question : Ecrire une fonction utilisant ttest et mesurant le nombre de fois ot Hy : mq =
ms est rejetée alors qu’elle est vraie (risque «) et le nombre de fois ou Hy est acceptée alors qu’elle
est fausse (risque (3). Les parameétres a passer a cette fonction sont le nombre d’itérations (nombre
de fois o on réalise Iexpérience), le seuil de rejet (utiliser la table de Student), ainsi que les
paramétres & passer & la fonction ttest. Comment varient « et 3 en fonction de ’écart entre
mq et mo 7 Comment varient « et 3 en fonction du nombre d’observations ? en fonction de n; et
n9g ?
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1.3 Application

La variable mesurée est la longueur de la méachoire inférieure de 10 chacals méles et de 10
chacals femelles (Canis aureus) conservées au British Museum. La variable mesurée différe-t-elle
entre les sexes de cette espéce?

males 120 107 110 116 114 111 113 117 114 112
femelles 110 111 107 108 110 105 107 106 111 111

Afin de pouvoir appliquer le test de comparaison de moyennes, on va d’abord tester si les
variances sont égales, puis tester si les variables suivent une loi normale.

— test d’homoscédasticité (égalité des variances)
— test de normalité des variables
— test de comparaison des moyennes

1.3.1 Test d’homoscédasticité

Clest le test d de FISCHER-SNEDECOR. On démontre que le rapport des variances des deux

échantillons (a%, 02) suit une loi de Fisher F" 21 U En prenant pour départ I’hypothése que les

variables sont normales, on obtient facilement la loi de distribution des variances observées. Il
s'agit d’une loi de x> & ny — 1 (resp. ny — 1) degrés de liberté. Le rapport de deux variables
distribuées chacune selon un y? est une variable distribuée selon la loi de Fisher.

Question : Reéaliser le test.

1.3.2 Test de normalité des variables

C’est 'analyse visuelle des distributions des valeurs observées.

Question : Proposer une analyse visuelle pour laquelle on construit un seul histogramme
(indice : quelle est la distribution des résidus?).

11 existe des tests plus précis pour comparer une distribution empirique a une distribution
théorique (ex. tests de Kolmogorov ou Lilliefors)

1.3.3 Test de comparaison des moyennes

Appliquer maintenant le test de comparaison des moyennes.
Question : Que peut on en conclure ?

Remarque : Lorsque les variances des deux échantillons sont égales & une valeur o connue
et que n; et ny sont grands :

suit alors une loi A/(0,1).



2 Puissance d’un test

2.1 Définition et illustration

Lorsque le test réalisé n’est pas significatif, on conclut que celui-ci ne permet pas de rejeter
I’hypotheése nulle. Le risque de premiére espéce (probabilité de rejeter I'hypothese alors qu’elle
est vraie) est toujours connu (« est fixé & 5% en général). En revanche, la probabilité d’accepter
I’hypothése quand elle est fausse 1’est rarement. Dans les cas simples, on peut la calculer. C’est
une fonction du caractére plus ou moins faux de I’hypothése nulle.

Exemple : un étudiant A soutient qu’il est plus fort que B aux dames. Supposons que ¢a
soit vrai. A et B décident de tester I’hypothése Hy “A et B sont égaux aux dames” & partir de
10 parties. Ils se mettent d’accord sur la procédure. S’ils sont de méme force, ils ont une chance
sur deux de gagner cette partie. On dira que A est plus fort s’il gagne une nombre “anormal” de
parties.

La probabilité de gagner 3 parties est (130) X (%)10 = 0.1171875.

Fonction de répartition

> pbinom(1:10,10,0.5);
[1] 0.01074219 0.05468750 0.17187500 0.37695313 0.62304687 0.82812500
[7] 0.94531250 0.98925781 0.99902344 1.00000000

La probabilité d’en gagner au plus 3 est 0.1718.

> 1-pbinom(1:10,10,0.5);
[1] 0.9892578125 0.9453125000 0.8281250000 0.6230468750 0.3769531250
[6] 0.1718750000 0.0546875000 0.0107421875 0.0009765625 0.0000000000

La probabilité d’en gagner 4 ou plus est de 0.8282. Ils décident de faire un test au risque
a = 5%. La probabilité d’en gagner 8 ou plus vaut 0.055. Donc, si A gagne 8, 9 ou 10 parties,
on rejettera I’hypothése Hy. Sinon ...

Ce qui va se passer dépend de la facon dont A est plus fort que B.

Ceci peut se mesurer par la probabilité p réelle que a a de gagner une partie contre B. Si
A est vraiment trés fort p = 1. Ils jouent 10 parties, A gagne 10 fois et le test donne “Hj est
fausse”. Et elle est bien fausse. B ne dit plus rien.

Si A est grandement plus fort que B mais si sa domination n’est pas écrasante, on aura
p = 0.9, par exemple. Ils jouent 10 fois :

> dbinom(0:10,10,0.9);
[1] 0.0000000001 0.0000000090 0.0000003645 0.0000087480 0.0001377810
[6] 0.0014880348 0.0111602610 0.0573956280 0.1937102445 0.3874204890
[11] 0.3486784401
> pbinom(0:10,10,0.9);
[1] 0.0000000001 0.0000000091 0.0000003736 0.0000091216 0.0001469026
[6] 0.0016349374 0.0127951984 0.0701908264 0.2639010709 0.6513215599
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1.0

puissance
02 04 06 08

[11] 1.0000000000

> 1-pbinom(0:10,10,0.9);

[1] 1.0000000 1.0000000 0.9999996 0.9999909 0.9998531 0.9983651 0.9872048
[8] 0.9298092 0.7360989 0.3486784 0.0000000

Dans 35% des cas, A gagne 10 fois et le test est trés significatif. Dans 39% des cas, A gagne
9 fois et le test est significatif. Dans 19% des cas, A gagne 8 fois et le test est significatif. Dans
6% des cas, A gagne 7 fois et le test n’est pas significatif (Hy : A aussi fort que B est acceptée)..
Dans 1% des cas, A gagne 6 fois et il ’est encore moins. Quand le test n’est pas significatif, B
dit “Hy est vraie” et se trompe.

Question : Quelle est la probabilité de se tromper ?

La probabilité de se tromper en acceptant Hy (5 : erreur/risque de deuxiéme espéce) est
donc de ... chances sur 100. Cette conclusion s’applique uniquement pour p = 0.9 et o = 5%. La
puissance (1 — [3) est donc une fonction du risque de premiére espéce et de la vraie alternative.

Question : Tracer la fonction puissance f(p) =1 — .

Cela veut dire que, si le test est significatif, A peut dire qu’il est plus fort avec une pro-
babilité de a = 5% de se tromper. En revanche, si ’hypothése nulle ne peut pas étre refusée, B
ne peut pas dire qu’ils se valent. Il pourra juste dire que la puissance du test est suffisante pour
dire que p < 0.9 mais pas que p = 0.5.

Question : Tracer les courbes de puissance pour 20,50 et 100 parties sur le méme gra-
phique. Conclusion ?
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2.2 Application

Exercice 1

On procéde & un test de comparaison de moyennes, calculer les risques « et 3 dans les
conditions suivantes :

- Hy : p=117¢g

- Hiy : p=120¢g

Reégle de décision : si la moyenne de ’échantilon est supérieure & 119¢g, on rejette Hy.
L’écart-type de la population vaut ¢ = 5¢. La taille de I’échantillon est n = 25.

Exercice 2

Deux machines automatiques sont utilisées pour couper & une longueur donnée des tiges
métalliques. Il apparait que la machine B produit des tiges plus longues que la machine A, 60cm
en moyenne au lieu de 53c¢m en moyenne pour A.

Déterminer le seuil de décisison Y qui permettra de distinguer les piéces de A de celles de
B a partir d’un échantillonage portant sur 12 piéces. Les écart-types des productions sont connus
et sont les mémes pour les deux machines soit ¢ = 2¢m. Nous savons par ailleurs que les risques
de premiére et deuxiéme espéce sont égaux. Calculer « et 3.



