Chapitre 5

Variables aléatoires Continues

5.1 Variable Aléatoire Continue

5.1.1 Définitions

Définition 42 On appelle variable aléatoire continue, une variable aléatoire pouvant prendre
toutes valeurs réelles sur R (ou une partie de R).

Ex. : Résistance des pucerons a la température.
Définition 43 (Fonction de répartition) Soit X une variable aléatoire continue, on ap-

pelle fonction de répartition la fonction croissante F(x) définie par :

F(X) = P(X < z)

Propriétés
F' posséde les propriétés suivantes :
— F(x) est croissante,

F(z) est continue

— limgy o =0,

- hmzipkoo =1.

Définition 44 La loi de probabilité d’une variable aléatoire continue X est souvent définie
au moyen d’une fonction f appelée fonction de densité telle que :

F(X) = /_I f(t)dt = P(X < z)

f(z) est positive ou nulle car F est croissante.

Définition 45 (Espérance Mathématique) Soit X une variable aléatoire continue, l’opé-
rateur d’espérance mathématique est défini par :

“+oo
B(X) = / of (z)dz

—o0

Définition 46 (Variance) Soit X une variable aléatoire continue de densité f(z) et de
moyenne (i, la variance est définie par :

—+oo
ot = [ - nife)e
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5.1.2 Loi de probabilités usuelles

Etude de la loi normale

Loi d’un grand intérét car :

— P’hypothése de normalité est & la base de nombreux tests statistiques,

— la loi normale est la loi limite des combinaisons de variables aléatoires réelles de distri-
butions quelconques.

Définition 47 Une variable aléatoire continue X est distribuée suivant une loi normale si

sa densité est :

1 (x—u)2

@)= — =" 22
oV 2

ol o est I’écart type, 02 la variance et p la moyenne.

Notation : N(p, o)

Loi Normale Réduite

En posant z = =¥, on définit une nouvelle variable aléatoire réelle de densité :

1 22
z2) = e202
1) V2r
C’est la loi normale centrée réduite : N'(0, 1).
,‘4 2 o . :

FiG. 5.1 — Loi normale centrée réduite.
Probabilité d’un intervalle :
1 b 22
Pla<Z<b :—/ e202 dz
(a< ) V2 Ja

Or on ne sait pas intégrer cette fonction. Il est donc nécessaire d’utiliser des tables pour
calculer des approximations de ce type de probabilité.

1. P(u < 0.5) = 0.6915
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2. Plu< —1)=Pu>1)=1-Pu<1)=1-0.8413 = 0.1587
3. P(-05<u<1)=Pu<1)—1+pu<0.5)=0.5328

4. P(—1.96 < u < 1.96) = 0.95. Donc 95% de la population prend ses valeurs dans
[—1.96,1.96]

5. Pour une variable quelconque, on fait un changement de variable. Par exemple pour

p=>5etoc=3:

9 _ _
P(2§X<8):P(TS §u835

)= P(-1<u<1)=0.6826

Loi du x? a n degrés de liberté

Définition 48 La somme des carrés de n wvariables aléatoires normales réduites indépen-
dantes X1, X2, ..., Xn est distribuée suivant une loi du x> & n degrés de liberté :

n
x> => X}
i=1

Résultat induit : La somme de 2 X2 a ni et ng degrés de liberté est un X2 a ni+no degrés
de liberté.
Moyenne :

EGP) =Y B(X?) =n
=1

car E(X?) est la variance de X; (centrée réduite) donc E(X2) =1
Variance :

n
Var(x?) = Z Var(X?) =2n
i=1

Loi de Student a n degrés de liberté

Définition 49 Soit U et Z deux variables aléatoires indépendantes. U est distribuée selon
u

une loi N'(0,1) et Z est distribuée selon une loi du x? a n degrés de liberté. Alors Ty, = 7=

n

est une loi de Student a n degrés de liberté.

Propriéteé :

— Ty, est symétrique par rapport a ’origine,
- E(Tn)=0

- limp— 400 — N(0,1)

Loi de Fisher-Snedecor

Définition 50 Soit U et V deuz variables aléatoires indépendantes distribuées selon une loi
du x? & ni1 et no degrés de liberté. Alors :

ny _
Fpl =

HEHE

est une loi de Fisher-Snedecor & n1 et no degrés de liberté.

On 'utilise pour la comparaison de variances.
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Fi1G. 5.2 — Loi de Student a 3 degrés de liberté.

5.2 Tests Statistiques
5.2.1 Généralités

On considére deux types de tests. Ceux qui s’interresent & une distribution empirique
et qui vont montrer qu’un échantillon est compatible avec une loi de probabilité théorique.
On les appelle des tests d’ajustements. Ceux qui vont vérifier des hypothéses relatives & un
parameétre d’une loi de probabilités. On les appelle des tests paramétriques.

Principe d’un test :

— On émet une hypothése a partir d’essais effectués : un dé est équilibré, la durée de vie

d’un équipement électrique sui une loi exponenetielle, etc.

— On appelle cette hypothése Hy.

On réalise des tests a partir de la loi théorique.
Validation des hypothéses (acceptées ou rejetées).
— La décision n’est jamais prise avec certitude. Il existe un risque de se tromper.

5.2.2 Test d’ajustement

Considérons ’exemple suivant : Ho est un dé symmeétrique. On lance le dé 60 fois de suite
et on obtient les résultats suivants :

% 1 2 3 4 5 6
n; 5 7 12 | 13 | 16 7
t; 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10

Mesure entre observations n; et fréquences théoriques :

ni—tiQ
by

Si u est “trop grand” alors Hq est rejetée, sinon le dé est symmétrique, i.e. X associé au dé
suit une loi uniforme.
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Test du x>

Soit X une variable aléatoire et I’hypothése Hy : X obéit-elle & une loi donnée ? I.’ensemble
des valeurs prises par X est divisé en k intervalles : I1, I2, I3, ..., I;.. Considérons la probabilité
associé & I; sous ’hypothése Hy :

Di = P(X S Ii)
= Z P(X = z;) (Pour une variable discréte)
z;€1;
= / f(x)dxz (Pour une variable continue)
I;
Considérons un échantillon aléatoire de taille n : X1, Xo,..., Xy. Soit N; le nombre de

varaibales aléatoires X; prenant sa valeur dans I;. Si Hp est vraie alors V; suit une loi
binomiale de paramétre n et p; (B(n,p;)) et donc E(N;) = np;.

D’ou finalement U = Z’f (N; —np;)? /np; est une mesure de la distance entre les fréquences
aléatoires et les fréquences théoriques. U suit une loi du x2 a k — 1 degrés de liberté.

On choisit un seuil de signification «, et on détermine sur les atbles la valeur u. telle que :

PU >ua)=a

Si Uecqgleule > Ua alors I’hypothése est rejetée sinon Hp est acceptée.
Exemple du dé : Si on choisit un seuil de significativité o = 0.05, est ce que le dé suit une
loi uniforme ? Que se passe-t-il si on double les valeurs et les lancers ?

5.2.3 Test paramétriques

Soit une loi dépendant d’un paramétre 6. On teste si 6 = 6.

Exemples :

— Test si une piéce de monnaie est équilibrée,

— Un fabricant cherche si la charge moyenne de rupture d’un cable est compatible avec
une norme.

— Tester si 2 échantillons sont ou non de moyenne différentes

=> Cf. TDs



