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i
p;ugnav {1 . . . n} w vtdEm\j Xi

f1nqs�xZughymzu;{}| s�ug| ~tugj�dgm\h�sZ�O��n�pEm\j���fis
Xi = (X1, . . . ,Xn)

s�vtj�finqs)xZughymzu;{}| s�ug| ~�uEjldEm\h�s�pEs�pgmo�ks�navtmodgn
n
�

�N�g���N���g���N���;���}���}�����}���g�������������}���a�Z���}���}�;�O�Z�i�����Z�
n = 2   �l¡ �g¡£¢Y¤i¥§¦ []¨ª© ¢\¤1¥§«ª¤J¬1­q® V ­q¯°¢Y¤i¥�­£¢ Q ­�±X²[]V ®²¤i¥g¡
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PRQESUTWVYXZV\[]TËÊqÌÎÍ]dgm\j

Z = (X, Y )
f1n�r�dEf�Ïq| s�ug| ~�uEjldEm\h�s§Ð

Ñ�Ò¶Ó uyÏEÏ£| mzr�uEjzmzdgn
p : (xi, yj) 7→ pij = P (Z = (xi, yj)) = P ((X = xi) ∩ (Y = yj))v Ó uyÏEÏis�|o| s�| u§Ô\ÕaÖ)×²ÕaØ�ÙZÕ�Ö�Ø	Ú�ÛRp;s Z �Ñ�Ò¶Ó uyÏEÏ£| mzr�uEjzmzdgn

p . : xi 7→ pi. = P (X = xi)v Ó uyÏEÏis�|o| s�| u)ÜWÝZÛEÞJÖ�ßEÝZÛ�Ô\Õ�ÖDÞËà�Ý}á�Ö�Ø	à£Ô\ÛRpEs Z �Ñ�Ò¶Ó uyÏEÏ£| mzr�uEjzmzdgn
p. : yi 7→ p.j = P (Y = yi)v Ó uyÏEÏis�|o| s�| uRâ]ÛgãªäaÖ�ßEÞ»ÛMÔ\ÕaÖOÞËà�Ý�áiÖ�Ø	à£Ô\Û§pEs Z �
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é �§�����g�£�g���¶ê

100
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P§Q;SUTWV�XgVY[]T�Ê21 Í]dgmoj

Z = (X, Y )
finJrtdgf²Ïq| s�ug| ~tugj�dgmoh�s�pgmovtr�h�s�jð�

Ñ b�dgfih�j�dgfij j j�s�| ��fis Y = yj

nqs¿vydgmojªÏ1ugv�mo�NÏidgvtvtmz{�| s w dgnJuyÏEÏis�|o| skÔ\ÕaÖ)×²ÕaØ	â�Ö�ÚðÖ�Õ�Ø°Ø¼Û;Ô�Ô\Û@pEs
X 3 à£×54ªàaØUÚ Y = yj w | u@��f�ugnajlm\j�~kÐ

P (X = xi/Y = yj) =
pij

p.j

.�/76 89/
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P§Q;SUTWV�XgVY[]T�Ê£^ Ò s�v�x²uEhymou;{�| s�v X s�j Y vydgnaj¶pgmoj�s�vkm\nqpE~�Ï1s�nqpEugnaj�s�v�v�mNs�jOvys�fi| s���s�najOvtm°Ï1dgfih§j�dgfij
xi
s�j	j�dgfij

yj w dgnJu�Ð
P ((X = xi) ∩ (Y = yj)) = P (X = xi) × P (Y = yj)

= pi. × p.j

é �R���}�}�g���a�Z� �O�Y��:o�g���¿�����Oë���;��}íE�}�   �q�g����ë��}�i�R�yìEó��i�����}�E���N����ë��}�q�}��ëa�Z�E����¡<�= ¤?> © ¢\¤
@ é �8�}�����}ñg���������6�����g���§�Y�Z���}�}���R���i���}�}����� :z�§ëBA �i���B����ó}�}�Më��B���g���a�Z���g¡ X1

�����§���M���g�¿ò����Bëi��������}���}�
Y1
�}�������k�i�g�kò�����ë��":z�Z�}�}��¡DCO�i�������¿�}�����Y�@���}���������}�;���²�����g�Ë�§�²�����������}�����¿ë��}�)���g���¶ëi�

Z1 = (X1, Y1) EGF �}��ìZ�Z���Y�Zòi����� X1
�y�

Y1
���g�;�IH��}�����}�e����ë��}�q���iëa�Z�;���}� E

@KJ ���k�����i���}�g�;�����}�;� ü ò£�g�i�����¶òi�Y�Z���tî��}���y��û@òq�g�����}�¶���g��ñg�}��¡ é �B�������k�����}�}�}����� ìE�}���}�E�¶ë��}�i�òq�g�����}��ë��O�}�y�����D�������g¡i�N�g���¼�i�Z���g���
X2
�Y�¶ìZ�Z���Y�Zòi���D�Z�����²���g�����D�����}�a�Z�E�e�Y�¶ìZ�Z���}��� ö ���q�Y�¶�����LH����ó}����òq�g�����N�������}�D�}����ò��Y�Z���tîi�O�y� õ �������g� ¡1���g����ë��LMa���������g���¼ëi�O��N}���e�Y�¶ìZ�Z���Y�Zòi���D�Z�����²���g�����

Y2
�}�g���}�}���a�Z�E�D���N�������Zñg��ë��D�Y�¿ëi���1�i��ó}���Dòq�g�����g¡POO�g�i����Q¶�Y�¿�����i���}���}�E�t�²�����g�B�§�²�������}���}�����Dë��}����g���¼ë��

Z2 = (X2, Y2)
¡5RU�g�����}�;ì1���t�Zñg�}����Q¶�����	ë��}�i�����;ë��}�¼ë��N�������Zñg�kô1��ìE�}�D�g�§�t�Z���	���}�������g¡

F �}��ìZ�Z���Y�Zòi����� X2
�}�

Y2
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P§Q;SUTWV�XgVY[]T�ÊqÊ���nJu}ÏEÏ1s�|\| s�r�dEx²ughymzugnqrts�pEs�pEs�f_^RxZughymou;{�| s�v�ug| ~tugj�dgm\h�s�v

X
s�j

Y
| Ó s`^}Ïqh�s�vtvtmodgn»Ð

Cov(X, Y ) = E[(X − E(X)) × (Y − E(Y ))]

=
X

ij

pij(xi − E(X))(yj − E(Y ))

F �¿�}��ìZ�Z���Y�Z���}���}���e���i�D���}�������Oë��O�Y��ìZ�Z���Y�²�����g�������k��� ���Z���}�Oë��Oë��}�i��ìg�Z���Y�Zò����}���Z�����²���g��������¡PaU�����ë��yì1���}�;�§�����i���q�g��� ��� ìE���q�g�����tîa�Zï;���M�}�g���i���Më��@ìZ�Z���}�����§ï;���eë�� b£ó}���}�E�@ëi�����}��������íE���i����ëa�Z�i�������N}�������}���   �}�¼�������	�i��ñE�²��� ìE�D�q�g���¼��îa�Zï1�i�D�}�g�������Oëi��ìZ�Z�����i����ï;���që�� b£ó}���}�E�eë��O���}���U����íE�}�����Nëa�Z������D���}���N�g�i�£�g���g¡
c ® [£©°[ ¥ V�XgVY[ T_^ Ò u@rtdgx²uEhymougnqrts�pEs�pEs�f_^RxZughymou;{�| s�v�ug| ~tugj�dgm\h�s�vDÖ�Ø¼âed²Ü]ÛEØ	â£àaØUÚ�Û 3 Û 3 Ú¶Ø°ã°Ô�Ô\Û
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P§Q;SUTWV�XgVY[]T�Êlk ��nËuyÏEÏis�|o| s�rtd�snm_r�mos�najNp;sRrtdghyh�~�| uEjzmzdgnË| m\nq~tugm\h�sRpEs@pEs�f5^MxZughymzu;{}| s�vkug| ~tugj�dgm\h�s�v

Xs�j
Y
| Ó s`^}Ïqh�s�vtv�mzdgn�Ð

ρ =
Cov(X, Y )

σXσY

o �¶�}�1�Lp��}���}�E�O�}�������@����ë����}�¶ë��¶���Y�Z�����g�@�}�E�����������eë��}�i�Rìg�Z���Y�Zò����}��¡
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@ −1 ≤ ρ ≤ 1

@ ρ = 1
�g�

ρ = −1
���ª�y�N���}�����}�����E�����]�����¶ë��}�eìg�Z���Y�Zò����}�O�}���������G:o�g���y�����g�@­yx T ¤§ë��¶�zA �Z�i�����

{ ë��}�q�}��ëa�Z���}�k�����i���Z�����}|y¡
@#~ � ���}��ìZ�Z���Y�Zòi����� X �}� Y ���g�;�N����ë��}�q�}��ëa�Z�E���}�¶�Z���g��� ρ = 0
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³§´vS�´ð³ æGÉ è�]eÇ ÅD½@º¼ÁYW§ÁYW§Á�Z§ç[VDÅDÇ ¹}Å�\@Ã�Á�É Å¶Ã�]�ÅNÀW¸)¹�Ç°Á�É
PRQESUTWVYXZV\[]TËÊe� ��n�uyÏ;Ï1s�|\| s¿s�vlÏ1~�h�ugnqrts¿pEf@rtdgf²Ïq| s

Z = (X, Y )
pEs¿pEs�f_^�x²ughymzu;{�| s�vOuE| ~tugj�dgmoh�s�v

X
s�j

Y
| Ó s`^}Ïqh�s�vtv�mzdgn�Ð

E(Z) =

„

E(X)
E(Y )

«

<'= ¤y> © ¢Y¤�OD�Z���k�zA �y�1�}�������§ë�� ������������íi��î��Z���}�tîi����ï1�i�   ï1�i�������R�}���k�zA �����q�����Z���}�Rë��Ë�}�g�������Rë��RìZ�+H���Y�Zòi�������Z�����²���g�����}� E
³§´vS�´T� � ÅOÀªÇU¹�º¼Á�WRÁ º¼¸�VDÅDÇ ¹}Å¶½Rº¼ÁXW§ÁYWRÁ�Z�ç�VOÅDÇ ¹�Å�\�Ã}Á�É ÅDÃ7]eÅOÀW¸)¹}Ç°ÁNÉ
PRQESUTWVYXZV\[]TËÊP� ��n�uyÏEÏis�|o| sB��ugjlhymortsMpEsBrtdgxZughymouEnqr�sBpEf_r�dEf�Ïq| s

Z = (X, Y )
pEsBp;s�f5^Jx²ughymzu;{�| s�vug| ~tugj�dgm\h�s�v

X
s�j

Y
| Ó s`^}Ïqh�s�vtvtmodgn»Ð

C =

„

σ2
X

Cov(X, Y )
Cov(Y, X) σ2

Y

«

o A �����e�������§�²�������}�D��íi���y������ï;���¶���Z�
Cov(X, Y ) = Cov(Y, X) = Cov(Z)
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<'= ¤y> © ¢\¤�OO�Z���¼�zA �y�i�}��������ë���������������íi�tîi�Z���}�tî��i��ï1���   ï;���}�����N�}�����Y�)�§�²����������ë��N����ìg�Z���Y�Z���}�¶ë���}�g�������¶ë��DìZ�Z���Y�Zò����}�O�Z�����²���g������� E
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PRQESUTWVYXZV\[]TËÊe� Ò u��}dgnqr�jlmzdgn��;~�nq~�h�ugjlhymortskp Ó finqskx²uEhymou;{�| s�ug| ~tugj�dgm\h�s�pgm\vyr�hI��j�sks�vtj�pE~n�UnamosOÏ1uEh¿Ð

gX(s) = E(sX) =
X

x

pxsx 0 < s ≤ 1

@ a �����D�q�}�����y��ë��¶ë��}�}�g���q�g���}�N�i����:z�g�i�}�����g�M�����e�����¶òa�Z���¶���g���i��ó}���g¡
@ a ������:z�Z������� ���D�}�}�����Z�����D���Z���}�����¶ô

mX = g
′

X(1)

vX = g
′

X(1) + g
′′

X(1) − (g
′

X(1))2

³§´�³§´�µ ��¸)½Rº	À°¹�¸)½RÉ�È�]�½�]eÇ°ÅOÀWÇ ¹�º¼Á�É�W§ÁNÉËÃ}¸)¹�É�W§Á èRÇ°¸�\RÅ�\@¹�Ã�¹yÀ�]�É�ZRÉ2Z§ÁNÃ�Ã}ÁNÉ
@ F �g�ªë���;¼�}���i�g�������Uô gX(s) = q + ps

@ F �g��;¼�����g���Y�Z��� B(0, n, p)
ô
gX(s) = (q + ps)n

@ F �g��;¼�����g���Y�Z��� B(d, n, p)
ô
gX(s) = sd(q + ps)n−d

@ F �g��;¼�����g���Y�Z���O�i��ñE�²��� ìE� B(d, r, p)
ô

gX(s) = sd

„

p

1 − qs

«r

@ F �g�ªë����W�g�������g� P (d, λ)
ô
gX(s) = sdeλ(s−1)
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P§Q;SUTWV�XgVY[]T�ÊP� Í]dgmoj
Z = X + Y

d_�
X
s�j

Y
vydgnajOpEs�v¿x²uEhymou;{�| s�v¿uE| ~tugj�dgmoh�s�vkm\nqp;~�Ïis�nqpEuEnajls�v}� Ò u| dEm�pEs§| uBvydg�k�ks�pEsRx²ughymzu;{�| s�vkuE| ~tugj�dgmoh�s�v�monqpE~�Ï1s�nqpEugnaj�s�v�s�vtj�| s�Ïqh�d�pgfim\j�pEs@r�dEnax²dg| fijzmzdgn_pEs�v�| dgmovpEs�v¶x²ughymzu;{�| s�v�ug| ~�uEjldEm\h�s�v�vydg�k�k~ts�v)Ð

P (Z = z) =
X

k

P (X = k)P (Y = z − k)

r�s���fis¿nqdgfiv�nqdgj�dgnav)Ð
PZ = PX ∗ PY

³§´ð³§´�å w Ç°¸�èRÇU¹�]�À�]�É
@ F �¶�����1ëi��� �Oëi�¶���g�EìE�g���i�����g�B�}���������¶�g�q�}���²�����g�B�}�g���k�i���²��� ìE�D�y�O�Z�����;�}�Y�²��� ìE��ô

PX1
∗ PX2

= PX2
∗ PX1

PX1
∗ (PX2

∗ PX3
) = (PX1

∗ PX2
) ∗ PX3

= PX1
∗ PX2

∗ PX3

@ é �_�Z���q�}�����R�i���������Z���}� n
H�ó}����ë��@�}�g�EìE�g���i�����g�����§�����;ë���� ��ëi�@�}�g�EìE�g���i�����g�_ëBA �i���§���g�e��ìE�}��}������Hl��N����N���}�q�y���

n − 1
:z�g���¶ô

P n
X = PX ∗ PX ∗ . . . ∗ PX

³§´ð³§´vS w Ç°¸�èRÇU¹�]�À�]�É
@ F �':o�g���y�����g�¿ñg�}���}���²�������}��ë����Y�N���g�����Uëi�¼ìg�Z���Y�Zò����}�	�Z�����²���g�����}� ����ë��}�q���iëa�Z�;���}�¼�}��� ���¼�����;ë���� �ë��}��:o�g���y�����g���Oñg�}���}���²�������}���O�����}���}�E�t�Z�����}�

gZ(s) =
X

z

P (Z = z)sz

=
X

z

X

k

P (X = k)skP (Y = z − k)sz−k

=

 

X

x

P (X = x)sx

!

0

@

X

y

P (Y = y)sy

1

A

= gX(s)gY (s)

<�= ¤?> © ¢\¤1¥
@�~ �g� �°ë��}�i��ìg�Z���Y�Zò����}� �Z�����²���g�����}� X �y� Y ���i� ìg�Z�E�°���}���q�}�y��� ìE�}���}�E�U���}�°���g���ªò����i�g���Y�Z����� B(n1 , p)�y�

B(n2 , p)
¡2���y�����g�iìE�}�¿�Y�@���g�	����� ì1�����a�Z���Y�RìZ�Z���Y�Zò����§�Z�����²���g�����

Z = X + Y
ê@�a�Z�ð�����¿ë��}�

:z�g�i�}�����g���Nñg���i�����²�������}�}��¡
@K� N}���Oï;���}�������g���e�£�g�i��ëi���1��ìg�Z���Y�Zò����}�N�Z�����²���g�����}������� ìZ�Z�;�eëi���e���g���¼ëi�G�W�g�������g� P (d1, λ1)

�y�
P (d2, λ2)

³§´ð³§´�³ w Ç°¸�èRÇU¹�]�À�]�É
@ F �}�Nëi����� ìE�}�}�O�����}����ó����¶�y�O���}���g�ië���ë��¶�Y��:o�g���y�����g��ñg���i�����²�������}�)���g�E�Oë��g�i���}���N�a�Z�¶ô

g
′

Z(s) = g
′

X(s)gY (s) + gX(s)g
′

Y (s)

g
′′

Z(s) = g
′′

X(s)gY (s) + 2g
′

X(s)g
′

Y (s) + gX(s)g
′′

Y (s)

@ é ���}��ëi��ëi��� �O���}�e�����Y�²�����g��������� ìZ�Z�;���}�O�����e�Y�¿����íE�}���i�¶�}�N�Y�)ìZ�Z���Y�Z�i���§ô
mZ = g

′

Z(1) = g
′

X(1) + g
′

Y (1) = mX + mY

vZ = g
′

Z(1) + g
′′

Z(1) − (g
′

Z(1))2

= vX + vY


