Chapitre 4

Variables aléatoires
simultanées

4.1 Couple de variables aléatoires

Définition 29 Pour tout indice i dans {1...n}, soit X; une variable aléatoire. On dit que
X; = (X1,...,Xn) est une variable aléatoire de dimension n.

Nous nous intéresserons principalement aux cas n = 2, i.e. les couples de variables aléa-
toires.

4.1.1 Loi conjointe, loi marginales

Définition 30 Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire :
- L’application
P (xi,y5) = pij = P(Z = (24,95)) = P(X =z;) N (Y = y5))
s’appelle la lot conjointe de Z.
- L’application
Pz —pi = P(X =)
s’appelle la premiére lot marginale de Z.
- L’application
p. 1y p;=PY =y)
s’appelle la deuxiéme loi marginale de Z.

4.1.2 Exemple

On propose a 100 individus deux tests psychotechniques comportant respectivement trois
et deux questions. X désigne le nombre de réponses correctes au premier test, et Y le nombre
de réponses correctes au deuxiéme test :

X Yoo 1 2 | p
0 0.09 | 0.1 [ 0.06 | 0.25
1 0.15 | 0.2 | 0.05 | 0.4
2 0.1 | 0.1 | 0.05 | 0.25
3 0.01 | 0.05 | 0.04 | 0.1
D 035 | 045 | 0.2 | L

25
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4.2 Loi conditionnelle

Définition 31 Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire discret.

- Pour tout j tel que Y = y; ne soit pas impossible, on appelle loi conditionnelle de
X sachantY = y;, la quantité :

P(X ==/Y =y;) = Pig
D.j

4.3 Indépendance

Définition 32 Les variables X et Y sont dites indépendantes si et seulement si pour tout
x; et tout y;, on a :

P(X=z)N(Y =y;)) = PX=u=z)xPY =y;)
Pi. X P.j

On reconnait la formule de Bayes, pour deux événements indépendants.
Exemple
- On enregistre trois lancers successifs d’une piéce de monnaie. X; est le nombre de

piles et Y7 est le nombre de faces. Quelle est la représentation matricielle des lois de
Z1 = (X1,Y1)? Les variables X1 et Yi sont-elles indépendantes ?

- Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules rouges. On tire successivement deux
boules de cette urne. Nous notons Xs la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la pre-
miére boule tirée est blanche et 0 sinon. Nous définissons de méme la variable aléatoire
Y2 concernant le tirage de la deuxiéme boule. Donnez la représentation matricielle des
lois de Z2 = (X2, Y2). Vous envisagerez les deux modes de tirage : avec ou sans remise.
Les variables X2 et Y3 sont-elles indépendantes 7

4.3.1 Covariance de deux variables aléatoires

Définition 33 On appelle covariance de deuz variables aléatoires X et Y l’expression :
Cov(X,Y) = E[(X-EX))x((Y—-EY))]

> pijl@i — E(X))(y; — E(Y))

ij

La covariance est une mesure de la variation simultanée de deux variables aléatoires. Elle
devient plus positive pour chaque couple de valeurs qui différent de leur moyenne dans le
méme sens, et plus négative pour chaque couple de valeurs qui différent de leur moyenne dans
le sens opposé.

Proposition 2 La covariance de deuz variables aléatoires indépendantes est nulle

Attention : la réciproque est fausse

4.3.2 Coefficient de corrélation linéaire

Définition 34 On appelle coefficient de corrélation linéaire de deuz variables aléatoires X
et Y l’expression :

Cov(X,Y)

OX0Yy

Ce coefficient est un indice de liaison entre les deux variables.
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4.3.3 Propriétés
- —1<p<1

- p=1o0u p = —1si et seulement si une des variables est une fonction affine de ’autre
(dépendance linéaire).

- Si les variables X et Y sont indépendantes alors p = 0.

4.3.4 Espérance de deux variables aléatoires

Définition 35 On appelle espérance du couple Z = (X,Y) de deuz variables aléatoires X et

Y [expression :
E(X)
BZ) - ( E(y))

Exemple Dans ’exemple du test psychotechnique, quelle est I’espérance du couple de va-
riables aléatoires 7

4.3.5 Matrice de covariance de deux variables aléatoires

Définition 36 On appelle matrice de covariance du couple Z = (X,Y) de deuz variables
aléatoires X et'Y l’expression :

o = 0% Cov(X,Y)
Covu(Y, X) o2

C’est une matrice symétrique car Cov(X,Y) = Cov(Y, X) = Cov(Z).

Exemple Dans ’exemple du test psychotechnique, quelle est la matrice de covariance du
couple de variables aléatoires ?

4.4 Somme de variables aléatoires
Définition 37 La fonction génératrice d’une variable aléatoire discréte est définie par :

9x(s) = B(s¥) =) pas® 0<s<1
x

- Elle permet de décomposer une fonction sur une base compléte.

- Elle facilite certains calculs :

mx = gx(1)
’ "

vx = gx(1)+gx(1) = (g (1)?

4.4.1 Fonctions génératrices des lois de probabilités usuelles

- Loi de Bernoulli : gx(s) = ¢+ ps
- Loi Binomiale B(0,n,p) : gx(s) = (¢ + ps)™
- Loi Binomiale B(d,n,p) : gx(s) = s%(q + ps)"~¢

- Loi Binomiale négative B(d,r,p) :

gx(s) = s* (1 _pqs)’"

- Loi de Poisson P(d, \) : gx(s) = sders—1)
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Définition 38 Soit Z = X +Y ou X et Y sont des variables aléatoires indépendantes. La
loi de la somme de variables aléatoires indépendantes est le produit de convolution des lois
des variables aléatoires sommées :

p(Z:Z):ZP(X:k)P(Y:z—k)
k
ce que nous notons : Pz = Px x Py

4.4.2 Propriétés
- Le produit de convolution est une opération commutative et associative :
Px,

PX1 * (PX2 *PXS) = (PX1 *PXZ) >)<P)(3
= PX1 *PX2 *PX3

*PX2 = PX2 *PX1

- On appelle puissance n-éme de convolution le produit de convolution d’une loi avec
elle-méme répété n — 1 fois :

Py = Px * Px *...x Px

4.4.3 Propriétés

- La fonction génératrice de la somme de variables aléatoires indépendantes est le produit
des fonctions génératrices élémentaires

g2s) = S P(Z=2)s

SN P(X =k)s"P(Y =z —k)s**
z k

<Z P(X = z)sz> ZP(Y =y)sY
x y

= gx(s)gy(s)

Exemples

- Soit deux variables aléatoires X et Y suivant respectivement les lois binomiales B(n1, p)
et B(nz,p). Retrouver la loi suivie par la variable aléatoire Z = X + Y 4 partir des
fonctions génératrices.

- Méme questions pour deux variables aléatoires suivant des lois de Poisson P(d1, A1) et
P(d2, A2)

4.4.4 Propriétés

- Les dérivées premiére et seconde de la fonction génératrice sont données par :

9z(s) = gx(s)gv(s) + gx(s)gy (s)
9z(s) = gx(s)gy(s) +2gx (s)gy (s) + gx (5)gy ()

- On en déduit les relations suivantes sur la moyenne et la variance :

mz = gy(1) =gx(1) +gy(1) =mx +my
vz = gz(1) +9z(1) — (97(1))?

vx + vy



