Chapitre 3

Lois discrétes usuelles

3.1 Loi discréte uniforme

Définition 20 X est une variable aléatoire qui prend les valeurs x1,xo, ..., Ty,

1

st pour tout i on a p; = —, alors la distribution de la variable aéatoire X est
n

dite uniforme.

Exemple

On considére le lancé d’un dé, la variable aléatoire représentant le résultat
obtenu suit une loi uniformément distribuée :

P(X:i):é Vie{l...6)

Caractéristiques de la loi uniforme

- Loi de probabilité :

1
(X =di)=pi=—
- Moyenne :
mx =B(X) = ) pa
i=1
1 n
= — aj‘,L-
n-
=1
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- Variance :

vx = B(X —mx)* = E(X?)-(B(X))?

n
2 2
= E bixry —Mmx
i=1
n
L 2 2
= - E Ty — My
n 4
=1

Exemple d’application

On considére que dans une espéce animale deux génes « et [, indépendants, se
traduisent morphologiquement par la présence de rayures sur la coquille de I’animal.
Le géne « a deux alléles A et a et § a deux alléles B et b, tels que A domine a et B
domine b.

La traduction morphologique du génotype est la suivante :

[ Génotypes [ Phénotypes ]
aabb aucune rayure
Aabb ou AAbb une rayure
aaBb ou aa BB deux rayures
AaBb ou AABb ou AaBB ou AABB trois rayures

Soit X la variable aléatoire “nombre de rayures” et le croisement suivant :
femelle x male = AaBb X aabb

Déterminer les caractéristiques de X (Loi, moyenne, variance).

3.2 Loi de Bernoulli

Définition 21 Soit une expérience dont le résultat est aléatoire et soit A un événe-
ment défini sur cette expérience. Soit X la variable aléatoire prenant la valeur 1 quand
A est réalisé et 0 quand A est réalisé. On dit que X est une variable de Bernoulli
s’il existe p et q dans R vérifiant :

PX=1) = »p
P(X=0) = g«
ptqg =1

On dit également que X suit une loi de Bernoulli B(0,1,p).

- Autre Définition : Une variable de Bernoulli traduit une expérience aléatoire
ayant deux issues possibles et effectuée une seule fois. B(0,1,p) est la loi de
Bernoulli de paramétre p :

P(X =0)
{J%X 1)

l-p=gq
P

- Par convention, p (0 < p < 1) est la probabilité de succés alors que ¢ =1 —p
est la probabilité d’échec.
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Exemples

- Lancer d’une piéce de monnaie :
— A : pile
— A :face
-p=q=73

- Suite de lancers de dé :
- A=1,6
- A=2.3,4,5

7p:%etq:§
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- Croisement d’hétérozygotes Bb. L’issu du croisement est un phénotype B (évé-

nement A) ou b (événement contraire A) :

- A= BB, Bb,bB
~A=bb
-p=3etqg=1

Caractéristiques de la loi de Bernoulli

- Loi de probabilité :

P(X=1 = »p
P(X=0) = g=1-p
- Moyenne :
mx = E(X) = Zpixi
i=1
= px1l+gx0=p
- Variance :
vx = E(X —mx)? = E(X?) - (BEX))?
- 2 2
= Zpimi —mx
i=1
2
= pP—Pp
= p(l—q)
= Pq

3.3 Loi Binomiale

Définition 22 Considérons un schéma de Bernoulli de probabilité p. Le nombre de
succes au cours d’une série de n épreuves est une variable aléatoire X. La loi de

probabilité de cette variable aléatoire est par définition la loi binomiale B(0,n,p).

Exemples

- Nombre de pile lors de n lancers d’une piéce de monnaie
- Nombre de 6 obtenu lors de n lancers successifs d’un dé

- Nombre d’individu obtenus de phénotype B parmi les n descendants d’un croi-

sement Bb x Bb
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Caractéristiques de la loi Binomiale

- Loi de probabilité :

- Moyenne :

- Variance :
ox = B(X —mx)? = B(X?) - (B(X))’
= npq

N 1 . . . N . . .
ou (Z) = m est le coefficient binomial, c’est & dire le nombre de combinaisons de
x éléments choisis parmi n.

- B(0.103)

04 —B(0.1002)
—o-B(0403)

~o-B(0,1005)
~—B(0803)

03 0 ——B(0,1008)
~-B0,1603)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

FiG. 3.1 — Exemples de lois binomiales pour différentes valeurs des parameétres
n et p.

Exemple d’application

Un laboratoire doit analyser N échantillons Fi, Fa, ..., Ex pour déterminer ceux
qui contiennent un corps C. C' est présent dans I'un quelconque des échantillons F;
avec la probabilité p. Pour faire un nombre d’analyses inférieur & N, on utilise le
protocole suivant :

- On répartit les N échantillons en k groupes de n (N = kn);

- Pour un groupe, on réalise un prélévement dans chacun des échantillons.

- Les prélévements sont mélangés, on crée ainsi un nouvel échantillon qu’on soumet

a P’analyse (cet échantillon “résume le groupe”).
- Si le résultat est positif on analyse séparément chacun des échantillons du
groupe.
Question : Combien d’analyses sont effectuées en moyenne?
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translation d’une loi Binomiale

Définition 23 5i l’on ajoute un paramétre entier positif d de translation tel que d < n
, on définit la loi binomiale B(d,n,p) :

mx =d+ (n—d)p vx = (n —d)pgq

—a—B(0,10,0.5)
—o-B(5,15.0.5)

FiG. 3.2 — Exemples de lois binomiales pour différentes valeurs du paramétre de
translation d.

Pour une loi B(d,n,p), le signe du coefficient d’asymeétrie v, dépend de la proba-
bilité p (Figure 2) :

— si p < 0.5 alors 71 > 0 (loi étalée a droite),

— si p=0.5 alors v1 = 0 (loi symétrique),

— si p > 0.5 alors 71 < 0 (loi étalée & gauche).

3.4 Temps d’attente : Loi géométrique

3.4.1 Le modéle

Soit une urne contenant une proportion p de boules blanches et ¢ = 1 —p de boules
noires. On tire des boules une & une avec remise. On note X le rang d’apparition de
la premiére boule blanche. X est le temps d’attente de la 1ére boule blanche.

3.4.2 Définition

Définition 24 On dit d’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de para-
meétre p, G(0,p), si on a :
P(X =k) =pg"~"
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Caractéristiques de la loi géométrique

- Loi de probabilité :

P(X=2) = pg"""
- Moyenne :
mx = B(X) L
x = = =
p
- Variance :
ox = B(X —mx)? = B(X?) - (B(X))’
_ 49
e
Exemples

Dans une population de vanneaux, la probabilité de décés d’un oiseau au cours
d’une année est constante et égale & 1/3, quel est ’Age moyen d’un oiseau ?

3.5 Loi binomiale négative

Définition 25 Considérons un schéma de Bernoulli de probabilité p.

- Le nombre d’épreuves pour obtemir r succés est une variable aléatoire X. La
loi de probabilité de cette variable aléatoire est par définition la loi binomiale
négative NB(r,r,p).

- Sir est un entier strictement positif, NB(0,r,p) est la loi du nombre d’échecs
avant d’avoir v

- pour d quelconque, on note la loi binomiale négative NB(d,r,p).

Différences entre la loi binomiale et la loi binomiale négative N B(d, r, p)

Dans le cadre d’une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes,
- la loi binomiale B(0,n, p) joue donc le rdle de loi de comptage

- la loi binomiale négative NB(r,r, p) joue le role de loi d’intervalle (de temps
si 'on assimile une épreuve de Bernoulli & une unité de temps).

- Importance prise par ces notions de loi de comptage et de loi d’intervalle dans
les processus stochastiques.

Caractéristiques de la loi binomiale négative NB(d,r,p)

- Loi de probabilité :

>prqz_d Vred,d+1,...
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- Moyenne :
r
mx =d+ r
p
- Variance :
rq
VX = —
P2

- Une loi NB(d,r,p) est toujours étalée a droite et le coefficient d’asymétrie 1
est donc toujours positif.

—-NB(0.05.05)
—o-NB(0.10.5)
——NB(030.35)
—-NB(06035)

—-NBO.105) | |
—o-NB(5105)

—=—NB0207)
—o-NB02035)
——NB0203)

Fic. 3.3 — Exemples de lois de binomiale négative pour différentes valeurs du
paramétre de translation d, du paramétre r et de la probabilité p.

Exemple

Modélisation de la présence de la molécule d’alanine dans la structure du lisozyme
(protéine) chez 'homme :

1 KVFERCELARTLKRLGMDGYRGISLANWMC

31 LAKWESGYNTRATNYNAGDRSTDYGIFQIN

61 SRYWCNDGKTPGAVNACHLSCSALLQDNTIA

91 DAVACAKRVRDPQGIRAWYAWRNRCQNRDYV

121 RQYVQGCGYV

Composition :

A (alanine) 14 | o (glutamine) 6 L (leucine) 8
R (arginine) 14 | £ (acglutam.) 3 K (lysine) 5
N (asparagine) 10 | G  (glycine) 11 | ¥ (méthionine) 2
D (ac. aspart.) 8 B (histidine) 1 F  (phénylalanine) 2
¢ (cystéine) 8 I (isoleucine) 5 P (proline) 2
s (sérine) 6 T (thréonine) 5 W (tryptophane) 5
v (valine) 8

Nombre total de résidus : 129

Soit X, la v.a. : “nombre d’acides aminés lus jusqu’a la k-iéme rencontre avec une molécule
d’alanine”.

Valeurs observées de X, pour k < 7



22 CHAPITRE 3. LOIS DISCRETES USUELLES

k=1 X; : {9,17,6,10,5,26,3,7,7,2,2,2,11, 3}
k=2 X, : {26,16,31,10,9,4, 14}

k=3 X3 : {32,41,17,6}

k=4 X4 : {42,41,13}

k=5 X5 : {47,45}

k=6 Xg : {73,23}

k=7 X7 : {76,34}

Question 1 : Déterminer les valeurs moyennes Ty pour les différentes valeurs de k (on
prendra k < 7).

Question 2 : On supopse que la synthése du lisozyme s’effectue selon un schéma de
Bernoulli.

1. On suppose tout d’abord que la probabilité de tirer un acide aminé est la méme pour
les 20 acides aminés. Déterminer les valeurs moyennes prises par les variables aléatoires
X}, théoriques. Que peut on en déduire ?

2. On suppose maintenant que les acides aminés sont utilisés proportionnellement & leur
fréquence dans le sang. On se pose les mémes questions, avec P(A) = 0.16.

3.5.1 Meémoire d’une loi discréte

Les lois géométriques NB(0, 1,p) et NB(1,1,p) sont les seules lois discrétes sans mé-
moire. Pour la loi NB(1,1,p), nous avons :

rx+u—1

H =pg" ' = P(X =)

P(X=z+ulX>u)=
qu

Interprétation

- On suppose que la variable aléatoire X représente l’intervalle de temps entre 2 événe-
ments,

- la loi de l’intervalle de temps X, sachant que le 2éme événement se produit aprés
I’instant u, ne dépend pas de cet instant, mais uniquement du temps écoulé depuis cet
instant.

- Pour NB(0,1,p) on a:

pqz+u .

U

P(X=z+4ulX <u)=

3.6 Loi Hypergéométrique

Définition 26 Soit une urne contenant N boules avec une proportion de p boules blanches
et de ¢ = 1 — p boules noires. On tire sans remise n boules. La variable alétoire X égale au
nombre de boules blanches obtenues suit une loi hypergéométrique H(N,n,p).

Caractéristiques de la loi hypergéomeétrique
- Loi de probabilité :

() (%)

P(X=2z2) = ~

()
- Moyenne :

mx =E(X) = np
- Variance :

vx = E(X —mx)* = E(X?) - (E(X))?
N —n
= npq

N -1
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Exemple d’application

Dans une population de N individus, on préléve a individus que ’on marque et relache
dans la population. On effectue une seconde capture de n individus. Comment faire pour
déterminer N 7

3.7 Loi de Poisson

Définition 27 Soit X wune variable aléatoire pouvant prendre toutes les valeurs entiéres

0,1,...,n,... vérifiant :
e AN

P(X =)= -

On dit que X suit une loi de Poisson P(0,\) de paramétre .

Caractéristiques de la loi de Poisson

- Loi de probabilité :

PX=gz) = = ;)‘m
- Moyenne :
mx = EX) = A
- Variance :
vx = E(X —mx)? = EBE(X?) - (B(X))?
= A

translation d’une loi de Poisson

Définition 28 Si l’on ajoute un paramétre entier positif d de translation, on définit la loi
de Poisson P(d,\) :

e—)x)\cv—d
P(X = = S 2 veedd+d,...
X =2) @— ) v *
vx = A

Pour une loi P(d, \), le signe du coefficient d’asymétrie 1 est toujours positif.
Une loi P(d, \) est donc toujours étalée a droite.

3.7.1 Illustration du modéle

- Nombre de véhicules franchissant un poste de péage pendant une péridode de durée T'.
- Nombre de défauts dont est affecté un objet qui est fabriqué en série.
- Nombre d’oeufs podnus au cours d’une ponte par certaines espéces animales.

Exemples

On suppose que le nombre d’oeufs podnus par un insecte suit une loi de Poisson de
paramétre A. On suppose également que les oeufs pondus sont mutuellement indépendants et
que la probabilité de développement d’un oeuf est p. Quelle est la probabilité pour que, parmi
les oeufs pondus, il y ait exactement k survivants ?

Remarque : On rappelle que
oo
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015

——P(O.1)
—o—P(0.2)
——P(04)
——P(0.8)

—=—P(0.4)

ol
—o—P(54)

0.05

Fic. 3.4 — Exemples de lois de Poissons pour différentes valeurs des paramétres
det A

3.8 Approximation de la loi binomiale

On montre que :
<n>pkqn7k e P (np)k
k k!
On en déduit que si (X, ) est une suite de variables aléatoires telles que pour tout n, Xy,
suit une B(n,p), alors X,, converge en loi vers une variable aléatoire discréte X qui suit une
loi de Poisson P(np).

Utilisation pratique

Si n est grand et p assez petit, on peut remplacer la loi binomilae B(n,p par la loi de
Poisson de méme espérance mathématique P(np).
En pratique, on admet cette approximation satisfaisante pour n > 30 et p < 0.1.



