Chapitre 2

Variables aléatoires

2.1 Définitions

Définition 6 Etant donné une expérience dont le résultat est aléatoire et soit
X un nombre associé au résultat de cette expérience. Supposons que X puisse
prendre les n valeurs distinctes x1, o, . .. avec les probabilités respectives p1, ..., pn,
on dit que X est une variable aléatoire si :

0<p, <1

Zprzl

Définition 7 (Fonction de répartition) On appelle fonction de répartition
ou fonction cumulative la fonction croissante F(x) définie par :

FX)=P(X<z)= Y p
i=inf(X)

Définition 8 (fonction de survie) On appelle fonction de survie la fonction
décroissante définie par :

2.2 Quelques exemples simples

Jet d’un dé

Considérons le jet d’'un dé. On note x; la valeur du dé et p; sa probabilité
d’apparition.
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La loi de la Variable aléatoire X peut étre représentée par :

p
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123456
On note X; la somme des valeurs indiquées par les deux dés et p; la proba-
bilité d’apparition des différentes valeurs.

Jet de deux dés
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La loi de la Variable Aléatoire X peut étre représentée par :
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2.3 Caractéristiques d’une variable aléatoire

- caractéristiques de position :
— mode,
— moyenne.

- caractéristiques de dispersion :
— variance, écart-type,
— coefficient de variation,
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— écart absolu moyen,
— coefficient de concentration.

- caractéristiques de forme :
— coefficient d’asymétrie,
— coeflicient d’aplatissement.

2.3.1 Caractérisques de position
Mode

Définition 9 Le mode est la valeur la plus probable prise par une variable
aléatoire, c’est a dire la valeur x telle que p, soit maximum.

Propriétés

- Il est unique,

- On définit parfois un mode relatif
Espérance

Définition 10 Soit X une variable aléatoire, l'opérateur d’espérance mathé-
matique est défini par :

EX) = mex

Proposition 1 Soit f une fonction définie pour tout x appartenant a l’ensemble
de définition de la variable aléatoire X telle que Y = f(z) soit la variable
aléatoire transformée de X par la fonction f, alors :

B(f(X)) = Y pof (@)

Propriété fondamentale

- Linéarité : Pour toutes fonctions f; et fy telles que E(f1(x)) et E(fa2(x))
existent, alors :

E(afi(X) +bf2(X)) = aE(f1(X)) + bE(f2(X))

Moments d’ordre &

Définition 11 On appelle moments d’odre k les quantités my(X) définies par :
mp(X) = E(X*) = szxk
La moyenne myx de la variable aléatoire X est le moment d’ordre 1 :

my =m(X)=E(X") = szx

Propriétés de la moyenne
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- mx est une grandeur homogéne & X

- indicateur de position

renseigne sur ’ordre de grandeur des valeurs prises par la variable aléatoire
X.

On appelle moments centrés les quantités px(X) définies par :

wr(X) = E (X = my)")

2.3.2 Caractéristiques de dispersion
Variance
Définition 12 La variance vx est le moment centré d’ordre 2.
Propriétés de la variance :

vx = pa(X)=E((X —mx)?)

= B(X?% —2mxE(X)+m%

E(X?) - (BE(X))?
ma(X) — (m1(X))?

; ;pmﬁ — <;pmx>2

Ecart Type

Définition 13 L’écart-type est la racine carrée de la variance : ox = /Ux.

Propriétés de 1’écart type :
- Grandeur homogene & X2

- traduit la dispersion autour de la moyenne (idem variance)

coefficient de variation

Définition 14
ox
cx = —
mx
Propriétés du coefficient de variation :
- dispersion relative autour de la moyenne

- utile dans les changements d’échelle :
mx = FE(aX)=aFEX)=amx

Vax = E(@°X?) —(E(aX))?
= o*(B(X?

OaX = VaX = Q0OX
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Ecart absolu moyen

Définition 15 L’écart absolu moyen emx est la moyenne des valeurs absolues
des écarts par rapport a la moyenne :

emx = E|X —mx| = pr|x—mx|
x

Propriétés de 1’écart absolu moyen :
- invariant par changement d’origine

- moins sensible aux valeurs extrémes que I’écart type

Courbe de Concentration

Définition 16 Soit les deuz fonctions suivantes & valeur dans [0,1] :

Fr)=P(X<z)= ) p
i=inf(X)
PN
P(X) = —
La courbe de concentration de la variable aléatoire X définie par la fonction de
répartition F' est la ligne polygonale O, Min(xy, -, Mz, ..., Mgyp(x) ot M, est
le point d’abscisse F(x) et d’ordonnée ®(x) (moment d’ordre 1 incomplet).

Propriétés de la courbe de concentration :

- Inscrite dans le carré de c6té unité

- Ascendante depuis 'oigine

- tourne sa concavité vers le haut

- La pente des segments successifs est croissante et est égale & ©/m,

- La courbe de concentration est toujours située en dessous de la premiére bissec-
trice du carré puisque Vz, F(X) > ®(z).

Définition 17 Le coefficient de concentration (ou coefficient de Gini) est défini
comme le double de l'aire comprise entre la premiére bissectrice du carré et la
courbe de concentration.

Définition 18 Le coefficient de concentration cgx est aussi égal a la différence
absolue moyenne,

o — 2n 2y [T = ylpepy D00 2y cn(T — Y)Papy
9x = 2mX o mx

Le coefficient de concentration cgx est donc invariant par changement d’échelle.
Propriétés et Interprétation

- Premiére loi trés concentrée (cgx = 0.76)

- Deuxiéme loi peu concentrée (cgx = 0.18).
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- Supposons que ces deux lois représentent le nombre de fleurs portées par des
branches d’arbres.

1. la floraison est concentrée sur une faible proportion de branches
2. la floraison se répartie sur ’ensemble des branches.
Liindice d . , . . h dorigi
- L’indice de concentration n’est pas invariant par changement d’origine

- L’indice de concentration n’est pertinent que pour des variables aléatoires dont
la plus petite valeur possible inf(X) est proche de 0.

2.3.3 Caractéristiques de forme

Définition 19 A partir des moments centrés d’ordre 3 et 4, il est possible de

calculer des caractéristiques de forme de la distribution d’une variable aléatoire
X :

- coefficient d’asymétrie :

- coefficient d’aplatissement :

pa(X) _
(12(X))? o

Yo (X) =

Propriétés
- 71 et 2 sont des grandeurs sans dimension

- 71 et o sont invariants par changement d’origine et d’échelle, c’est & dire
par transformation linéaire :

1(@X +b) = m(X)
12(aX +b) = 7(X)

- Du fait de I'inégalité entre moments p4(X) > 0%, on a toujours y2(X) >
—2
Interprétation

- Le coefficient d’asymétrie v; :
— est négatif lorsque la distribution est étalée vers la gauche,
— est nul si la distribution est symétrique,
— est positif si la distribution est étalée vers la droite.

- Le coefficient d’aplatissement s :
— est nul si la distribution est aplatie comme une loi normale,
— est positif si la distribution est plus aplatie qu’une loi normale
— est négatif sinon.
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2.4 Etude du parasitisme des chataignes
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2.4.1 Données mesurées
On s’intéresse au nombre de parasites présents dans un fruit (Données ex-
traites de “Probabilités statistiques pour la biologie” (Chassé et Pavé))
Nombre z; de pa- 0 T 2 3 1 5 6 7
rasites
Effectif n; des 82 55 30 16 9 5 2 1
fruits parasités
Fréquence f; 0,410 0,275 0,150 0,080 0,045 0,025 0,010 0,005

2.4.2 Caractéristiques de Position

Mode : My =0

- Moyenne : mx = 1.215;
- Mediane : C’est la valeur telle que F(z;) =0.5: M, = 1.

2.4.3 Caractéristiques de Dispersion
Variance : vx = 3. poa® — (32, pa)” = 2.069,
Ecart-type : ox = /vx = 1.438.

Coefficient de variation : cx = 22X =1.18

mx

Ecart absolu moyen : emyx = 1.1145

coefficient de concentration : cgx = 0,563106996.

| z; | n; | n;T, | nizg
0 82 0 0
1 55 55 55
2 30 60 120
3 16 48 144
4 9 36 144
5 5 25 125
6 2 12 72
7 1 7 59
Somme | S n; =200 | S n;w; =243 | S ongws = 709
[ e T »i [ pileg—mxI[]
0 0,410 0,49815
1 0,275 0,059125
2 0,150 0,11775
3 0,080 0,1428
4 0,045 0,125325
5 0,025 0,094625
6 0,010 0,04785
7 0,005 0,028925
Somme T 1.11455




